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Messung der Grundmode einer
akustischen Rohre zu hoheren

Frequenzen

Joerg Panzer

Akustische Rohren werden zur Schallfiithrung in
Lautsprecher-Systemen oder zur Messung von
Materialeigenschaften verwendet. Wenn die Wel-
lenldnge kleiner als der Durchmesser des Rohres
ist, konnen Quermoden angeregt werden. In die-
sem Beitrag wird eine Methode vorgestellt, die es
ermoglicht, aus der Messung der Schalldruckant-
wort nur die Grundmode zu extrahieren. Dies
lasst sich bewerkstelligen durch Verwendung von
drei Mikrofonen, die in die Wand eines kreisfor-
migen Rohres eingelassen sind.

Einfuhrung

In diesem Beitrag wird iiber eine Beobachtung be-
richtet, die es nahelegt, den Frequenzbereich einer
bestimmten Art von Messung zu erweitern. Die fol-
genden Beobachtungen wurden an einer Apparatur
gemacht, welche den Schalldruckverlauf von einem
Druckkammerlautsprecher misst. Abbildung 1 skiz-
ziert diesen Messaufbau. Die im folgenden gegebene
Erklirung des Phianomens ist giiltig fiir alle Abmes-
sungen des Rohres, solange das Schallfeld in harmo-
nisch zyklische Wellenfunktionen zerlegt werden
kann. Dazu mehr im niachsten Abschnitt.

Ein Lautsprecher treibt den Wellenleiter mit einem
sinusformigen Signal von ausreichend niedrigem
Pegel an, so dass wir von einer linearen Akustik aus-
gehen konnen. Die Groflenverhiltnisse konnen im
Prinzip beliebig sein. Fiir das Verstindnis stellen wir
uns aber zunichst eine Réhre vor, deren Linge L gro-
Berist als der Durchmesser D. Wir nehmen weiterhin
einen konstanten kreisférmigen Querschnitt an. Am
Ende des Rohres kann eine beliebige Randbedin-
gung herrschen. Diese ist fiir die folgende Untersu-
chung nicht relevant.

Um den Schalldruck zu messen, betten wir mehrere
Mikrofone in die Wand des Rohres entlang des Um-
fangs ein. Fir das hier vorgestellte Experiment ver-
teilen wir drei Mikrofone gleichmiflig entlang des
Umfangs, wie in Abbildung 2 dargestellt.

Das folgende Beispiel einer Schalldruckmessung
stammt von einem Rohr mit dem Durchmesser
D=38mm. Das Medium im Inneren des Rohres
besteht aus Luft. Es gibt kein weiteres Fiillmaterial.

Extracting the Fundamental Mode
from Sound Pressure Measurements
in an Acoustic Tube

Acoustic tubes are used to provide a load to loud-
speakers or to measure material properties. If the
wavelength is comparable to the diameter of the
tube cross-modes can be excited. This paper de-
monstrates a method which allows to extract the
fundamental mode from the measurement of the
sound-pressure response. The only requirement
is the use of three microphones mounted into the
sides of the tube-wall as well as a circular cross-
section.

Die Winde sind akustisch hart. Das Rohr besitzt am
Ende eine frei abstrahlende Offnung. Die gemesse-
nen Daten werden in den Zeitbereich transformiert
und dort so gefenstert, dass die Spektralkurve eine
reflexionsfreie Antwort darstellt. Abbildung 3 zeigt
die Frequenzgangkurven des Schalldruckpegels an
den Mikrofonen M1, M2 und M3.

Abb. 1: Seitenansicht des Versuchsaufbaus
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Abb. 2: Schnittdarstellung der akustischen Réhre und
Lage der drei Mikrofone
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Abb. 3: Schalldruckpegel der drei Mikrofone (Reflektionen in z-Richtung entfernt)

Im Frequenzbereich unterhalb 5 kHz sind die Fre-
quenzgangkurven aller drei Mikrofone nahezu iden-
tisch.

Oberhalb von 5 kHz tritt eine Abweichung auf. Fol-
gende Fragen ergeben sich: Warum sind die Fre-
quenzginge plotzlich unterschiedlich? Welche Kur-
ve ist die richtige? Und was bedeutet ,richtig® in
diesem Zusammenhang?

Die nihere Untersuchung zeigt, dass der einzige
Unterschied zwischen den drei Messkanilen in der
Winkelstellung der Mikrofone besteht. Ein weite-
rer Hinweis ergibt sich aus der Frequenz, oberhalb

derer sich die Frequenzgangkurven unterscheiden.
Der Marker in Abbildung 3 ist eingestellt auf die Fre-
quenzf = 5276 Hz. Ein moglicher Kandidat fiir die
Ursache der Abweichungen sind sich ausbreitende
Quermoden. Die Moden prigen sich abhingig von
den Randbedingungen aus. Weitere Einzelheiten
zu Moden werden im nichsten Kapitel besprochen,
wo wir sehen werden, dass die Frequenz f,  die erste
Quermode ist, die sich bei gegebenen Randbedin-
gungen entlang der Réhre ausbreiten kann. Dies ist
ein deutlicher Hinweis darauf, dass Quermoden die
Ursache fiir die Schwankungen sind.

Abb. 4: Schalldruckpegel der drei Mikrofone und deren Mittelwert (Reflektionen in axialer Richtung entfernt)
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Diese Quermodenaktivitit bedeutet, dass der Schall-
druck im Rohr nicht konstant iiber die Querschnitts-
flache ist. Daher ist bei hohen Frequenzen die Mik-
rofonmessung an der Seite nicht reprisentativ fiir
den Schalldruck im Inneren des Kanals. Bildet man
jedoch den komplexwertigen Mittelwert der Ant-
worten der Mikrofone M1, M2 und M3, so erhalt
man ein {iberraschendes Ergebnis, welches in Abbil-
dung 4 dargestellt ist:

Es ist verlockend anzunehmen, dass der Mittelwert,
dargestellt durch die schwarze Kurve in Abbildung4,
der Frequenzgang der Grundmode ist. Wie wir im
nichsten Kapitel sehen werden, handelt es sich bei
der schwarzen Kurve in der Tat um die Antwort der
Grundschwingung; dies gilt jedoch nur bis zu einer
bestimmten Frequenz. Fiir unsere Beispielrchre liegt
diese Frequenz bei f,, = 10980 Hz. Der neue Grenz-
wert liegt etwa eine Oktave iiber der klassischen
Grenzfrequenz f, , die gelten wiirde, wire nur ein ein-
ziges Mikrofon entlang des Umfangs vorhanden [1].

Analyse

Bei niedrigen Schalldruckpegeln wird die Akustik im
Kanal durch die lineare Wellengleichung bestimmt.
Die Losungen bestehen aus Wellenfunktionen. Die
Geometrie unserer akustischen Rohre legt es nahe,

‘) HEXAGON

Product sound quality
is a key technological
differentiator

Accuracy, performance, usability, and openness,
are software characteristics engineers from all

industries are looking for in order to make the most
of the outcomes of the simulation during all phases

of product design and manufacturing.

Learn more about Hexagon complete simulation
solution for acoustics, vibro-acoustics
and aero-acoustics

Akustik Journal 03 / 22

Abb. 5: Koordinaten des Radius ={r | 0<D/2 } und
des Umfangwinkels={ ¢ | 0 < ¢ < 360° }

die Methode der Trennung der Variablen anzuwen-
den. Diese Methode liefert individuelle Wellenfunk-
tionen, welche die Randbedingungen erfiillen und
frei sind von gegenseitiger Koppelung. Daher hat fiir
eine harmonische Analyse unsere grundlegende Lo6-
sung die allgemeine Form:

plpnn) =) @ROZE (1)

In einem Rohr von kreisformigem Querschnitt lasst
sich die Wellenfunktion am besten in zylindrischen
Koordinaten ausdriicken. Die radiale Koordinate be-
zeichnen wir mit r und die Umfangskoordinate mit
dem Winkel ¢, wie in Abbildung 5 dargestellt.

Die axiale Koordinate sei z und wird entlang des Roh-
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Abb. 6: Axiale Koordinate={z | 0< L }

res gemessen, wie in Abbildung 6 dargestellt.

Wenn das Rohr einen konstanten Schalldruck iiber
den Querschnitt aufweist, wird es als ,Plane-Wave-
Tube” oder Wellenleiter im Grundmodus bezeichnet.
In diesem Fall vereinfacht sich die Wellenfunktion zu:

p(2) =2(2) (2)

Zur Anschauung der Schalldruckverteilung in einer
kreisfrmigen Rohre wollen wir nun zwei charakte-
ristische Fille betrachten. Ein Beispiel fiir ein Schall-
druckfeld, bei dem nur die Grundmode angeregt
wird, ist in Abbildung 7 dargestellt.

Theoretisch dominiert die Grundmode entweder im
tieffrequenten Bereich oder bei Anregung des Feldes
durch einen Kolben mit demselben Durchmesser
wie das Rohr. In Abbildung 7 ist links eine schwin-
gende Begrenzung und rechts eine schallharte Wand
zu denken. Die Frequenz f = 6 127 Hz ist willkiirlich
gewihlt und ist keine Eigenfrequenz.

Wenn die Anregung asymmetrisch ist, wird das Feld
komplexer, wie Abbildung 8 zeigt.

Das Feld der Rohre in Abbildung 8 wird von einer
Punktquelle angeregt, die sich asymmetrisch auf
der linken Seite befindet. Das Felddiagramm unter-
scheidet sich deutlich von dem Feld in Abbildung 7,
obwohl die Randbedingungen identisch sind. Der
Grund dafiir ist, dass sich Quermoden, die in der
Nihe der Schalldruckquelle angeregt werden, entlang
des Kanals ausbreiten konnen. Dies ist so, weil die
Wellenlinge bei dieser Frequenz klein genug gegen-
iber den Abmessungen ist. Umgekehrt wiirden bei
einer grolen Wellenlinge die Quermoden ebenfalls
angeregt werden. Allerdings wiirden sich diese Moden
nicht weit ausbreiten konnen und sich mit zunehmen-
der Entfernung von der Punktquelle verfliichtigen.

Abbildung 9 zeigt Beispieldiagramme der Feldvertei-
lung iiber den Querschnitt.

Die Wellenfunktion ist komplex genug, um eine Viel-
zahl von Randbedingungen zu erfiillen. Der interes-
sierte Leser sei auf die Lektiire von [4] und [5] hin-
gewiesen. Hier wollen wir uns auf einige wesentliche
Merkmale beschrinken. Diese Merkmale reichen
aus, um zu zeigen, dass unser Messaufbau von drei
Mikrofonen die Grundmode auch dann extrahieren
kann, wenn das Feld nicht eben ist.

Die Summe der Formel (1) lauft auch iiber alle Quer-
moden. Es gibt Moden fiir die Umfangswellenfunkti-
on ¢ und Moden fiir die Radialfunktion R. Fiir einen
kreisférmigen Kanal lautet die Umfangsfunktion

@ (9) =cos(m-9)  (3),

m ist der Index einer Umfangsmode. Die radiale
Komponente der Wellenfunktion lautet

2r

Run 1) = I (57 Gmn ) (@)

D ist der Rohrdurchmesser. Der Index m ist wieder
die Nummer der Umfangsmode. m entspricht auch
der Ordnung der Bessel-Funktion ] . Der Index n
zihlt die Radialmode. Die Eigenwerte g der Bessel-
Funktion erfiillen die gegebene Randbedingung in
der Querschnittsebene.
Die Mode mit den Indizes m=0 und n=0 ist die
Grundmode. Sie erzeugt ein konstantes Feld tber
den Querschnitt. Wellenfunktionen mit dem Index
m>0 und n=0 erzeugen ein sternférmiges Muster,
wie durch Gleichung 3 gegeben. Moden mit m=0
und 7 >0 zeigen ein ringférmiges Muster, wie durch
Formel 4 gegeben. Dariiber hinaus ergeben sich
Kombinationsmoden. Jede Umfangsmode m hat ein
Set von Radialmoden in n, wobei fiir jedes m der In-
dex n von null an zahlt. Die Anzahl der Moden ist
theoretisch unbegrenzt.
Die dritte Komponente der Wellenfunktion betrifft
die z-Richtung. Thre Grofe ist typischerweise auch
von m und n abhéngig. Wir nehmen an, dass die hier
gegebene Untersuchung unabhingig von der z-Rich-
tung ist. Wir setzen daher Z(z) = Z_(2).

Abb. 7: Schalldruckpegel bei f = 6 127 Hz. Bereich: Rot-Blau = 50 dB. d = 38 mm, L = 400 mm, Schallgeschwindigkeit c = 343 m/s.
Antrieb durch Kolben von links.
Neumann-Randbedingungen auf der rechten Seite des Rohres: dp/dz=0
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Abb. 8: Ansteuerung durch eine Punktquelle von beliebiger Position.
Neumann-Randbedingungen auf der linken und rechten Seite des Rohres (ansonsten wie in Abbildung 7).

Nachdem wir uns einen Uberblick iiber die Zylin-
derfunktionen verschafft haben, konnen wir einen
Ausdruck fir den Mittelwert des Signals von gleich-
mafig iiber den Umfang verteilten Mikrofonen for-
mulieren. Setzt man Gleichung 3 und 4 in Gleichung
1 ein und bildet den Mittelwert durch Summierung
der entsprechenden Schalldruckfunktionen, so er-
gibt sich eine spezielle modale Wellenfunktion

PO D = D) Cul@) R () Zyy (3),
m=0n=0
mit der neuen Funktion C , wobei davon ausgegan-
gen wird, dass die Mikrofonpositionen gleichmifig
entlang des Umfangs angeordnet sind:
N-1
=l cos(m- +m«i-2—n 6).
N ; ( ¢ N ) (6)
In C steht N fiir die Anzahl der Mikrofone. C,_hat fiir
alle ¢ folgendes Ergebnis:

(1 fir m=0
Cm("’)‘{o fir m>0 A m <N (7).

Con (@)

Spielen wir die obigen Formeln fiir einen bestimmten
Fall durch. Zum Beispiel konnen wir drei Mikrofone
entlang des Umfangs an einer beliebigen z-Koordina-
te anbringen. Wir achten darauf, dass die Mikrofone
nicht zu nahe bei der Quelle liegen. Bei drei Mikrofo-
nen haben wir N=3, was zu C (¢) =1, C (¢)=0 und
Cz( @) =0 fiihrt. Das bedeutet, dass sich die Umfangs-
moden m=1 und m=2 durch Addition der Signale
der Mikrofone M1, M2 und M3 auftheben. Da die Ra-
dialmoden von den Umfangsmoden abhingen, wiir-
den sich alle Radialmoden, die mn=1n und mn=2n
zahlen, ebenfalls autheben. Abbildung 10 veranschau-
licht die Aufnahme mit den drei Mikrofonen.

Die Kurven in Abbildung 10 verdeutlichen die Wir-
kungsweise von Formel 3. Die verschiedenen Farben
zeigen entgegengesetzte Phasenlagen an. Das Argu-
ment ist der Umfangswinkel ¢, wie in Abbildung 5
skizziert. Bei m =0 ist der Schalldruck konstant, und
alle Mikrofone nehmen das gleiche Signal auf. Bei
m=1 besitzt die Form des Schalldruckverlaufs Di-
polcharakter. Jede Keule hat eine entgegengesetzte
Phase. Die Summe der drei Mikrofone addiert sich
zu Null. Bei m =2 haben wir einen Vierpol. Auch die-

5699 Hz
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-
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Abb. 9: Schalldruckverteilung des Querschnitts bei z = 100 mm (ansonsten

wie in Abbildung 8).

ser summiert sich zu Null. Mit m = 3 schliefilich fiithrt
die rdumliche Unterabtastung dazu, dass die Summe
der Signale denselben Wert ergibt, wie wir ihn mit
nur einem Mikrofon messen wiirden.

Bei N=3 Mikrofonen ist daher eine obere Grenze
die Frequenz f, =12 039 Hz, unterhalb welcher der
Mittelwert die Umfangsmodi ausléschen wiirde. Es

Abb. 10: Polardiagramm der Umfangsmodi (Formel 3)
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Tab. 1: Obere Grenzfrequenzen des giiltigen Messbereichs von verschieden

Rohrdurchmessern D und Anzahl N von Mikrofonen.

N=1 | N=2

25,4 7914 13128 16470
w1 s g7 10980
s e G 8235
00 w2 Y 5976
s o ¢ 3335 1 4183
Y s a9 3486
s e s 2789
wo vos P 2092
oo me 1 1673
o 6,5861 """""""""" ooz 1,2197

gilt jedoch, auch die radialen Moden zu beachten, da
die Mikrofone immer die Uberlagerung aller Moden
messen. Allerdings wissen wir, dass sich durch Inter-
ferenz die Umfangsmodi m =1 und m =2 und alle da-
zugehorigen Radialmodi ausléschen.

Nun sollten wir uns die Menge der Radialmoden
von m =0 noch genauer ansehen. Hier tritt die erste
Radialmode bei f, = 10980 Hz auf. Bei jeder Anre-
gungsfrequenz, die hoher als f, ist, kann sich diese
Radialmode entlang der Rohre ausbreiten und wird
daher tberall mit der Grundmode tiberlagert sein.
Andersherum betrachtet kann man sagen, dass fir
alle Frequenzen unterhalb von f =10980Hz der
Mittelwert der Signale der drei Mikrofone genau die
Grundmode ergibt. Oberhalb von f und unterhalb
von f, ist ein Fehler durch zusitzliche Radialmoden
zu erwarten. Bei hoheren Frequenzen als f, kann das
Ergebnis aufgrund von raumlicher Unterabtastung
der Quermoden fehlerhaft sein.

Tabelle 1 fithrt Grenzfrequenzen fiir eine Reihe von
Rohrdurchmessern D und Anzahl von Mikrofonen
N auf.

Als Grundlage fiir die Erstellung der Tabelle 1 wird
angenommen, dass das Rohr in ¢-Richtung kreis-
formig ist und in r-Richtung schallharte Randbe-
dingungen bestehen. Die erste Spalte zeigt den
Rohrdurchmesser. In der zweiten Spalte ist die obe-

re Grenzfrequenz f, in Hz angegeben, fiir den Fall,
dass nur ein einziges Mikrofon verwendet wird. Die
dritte Spalte gibt die obere Grenzfrequenz an, wenn
zwei Mikrofone verwendet werden. In der letzten
Spalte sind die oberen Grenzfrequenzen f, aufge-
fithrt, wenn drei oder mehr Mikrofone entlang des
Umfangs positioniert sind. Wie bereits erwihnt, ist
der Mittelwert der Signale dieser Mikrofone fiir alle
Frequenzen, die kleiner sind als die Radialmode f ,
identisch mit der Grundschwingung.

Die oben genannten Werte errechnen sich aus den
Eigenwerten der Formel 4, die durch die Nullstellen
der Ableitung der Bessel-Funktion gegeben sind:

d
a]m(n' Gmn) = 0 (8)
Fiir jede Umfangsmode m gibt es eine Reihe von Radi-
almoden, die in 7 variieren. Sobald die Nullstellen von
Formel 8 gefunden sind, kann man die zugehorigen

Frequenzen berechnen:
c
frn = Qmn - 5 (9)

mit der Schallgeschwindigkeit ¢ und dem Rohrdurch-
messer D. In der letzten Zeile von Tabelle 1 sind die
drei Eigenwerte fiir f, , f, , f,, angegeben.

Bei der Verwendung von zwei Mikrofonen (N=2)
wiirden nur die Moden gel6scht, die zu der Menge mit
dem Index m=1 geh6ren. Der Modensatz von m=2
wire wegen der rdumlichen Unterabtastung unbe-
rechenbar. Daher bildet im Fall von N=2 die zweite
Umfangsmode f, die obere Grenzfrequenz.

Die Verwendung von vier oder mehr Mikrofonen
wiirde den giiltigen Frequenzbereich, in dem der Mit-
telwert des Mikrofonsignals die Grundmode darstellt,
nicht vergréflern. Mehr Mikrofone wiirden nur den
Wert der Alias-Frequenz erh6hen. Allerdings wire je-
der solche Wert hoher als die erste radiale Mode f, .

Anmerkungen

Das Normenwerk [1] und auch die Artikel [2] und
[3] iiber ,,Plane-Wave-Tubes®, an das sich die vorlie-
gende Arbeit anschliefit, sieht nur die Verwendung
eines einzelnen Mikrofons vor. Empfohlen wird
der Frequenzbereich bis f,) (Anmerkung: Im An-
nex B.4.1 wird angedeutet, dass es von Vorteil sein
kénnte, drei Mikrofone zu verwenden). Die Tabelle
1 der Norm ist vergleichbar mit der Tabelle 1 die-
ser Arbeit. Der Begriff ,Asymmetric” ist identisch
mit unserem ,Umfang” und ,Symmetric® mit unse-
rem ,Radial®, ,Mode No = 3“ ist mit unserer oberen
Grenzfrequenz f gleichzusetzen, welche die erste
radiale Mode darstellt.

Die Verwendung von mehreren Mikrofonen bietet
noch einen weiteren Vorteil gegeniiber einem ein-



zelnen Mikrofon. Wie Abbildung 3 zeigt, ist der Fre-
quenzbereich der Aktivitit der Quermoden deutlich
sichtbar. Die Verwendung mehrerer Mikrofone dient
also als Indikator. Mit nur einem Mikrofon wire der

Ubergangsbereich weniger gut zu erkennen, da sich  zu messen, zum Beispiel bei der Impedanzmessung %
mit einer einzigen Messkurve Moden nicht extrahie-  von Materialien oder in der Elektroakustik. Fs
ren lassen. G
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Es wurde die Beobachtung bestitigt, dass der Mittel-
wert der Antworten von drei gleichmiflig tiber den
Umfang verteilten Mikrofonen ausschliefllich den
Schalldruck der Grundmode misst und dabei hohere
Moden durch Interferenz ausblendet. Das Ergebnis ist
mathematisch exakt bis zu einer Frequenz, die etwa
doppelt so hoch liegt wie die obere Grenzfrequenz,
wenn nur ein einziges Mikrofon verwendet wird.

In wieweit eine Extraktion der Grundmode mit Hil-
te mehrerer aufen angebrachter Mikrofone auch bei
anderen Querschnitten méglich ist, ist Gegenstand
weiterer Forschung. Unbekannt ist auch der Einfluss
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niert, wenn Diampfungsmaterial vorhanden ist.

Der Autor sieht eine Anwendung der Drei-Mikro-
fon-Methode tberall dort als Vorteil, wo man ge-
zwungen ist, das Schallfeld vom Rand der Rohre her

SA, und ein besonderer Dank geht an die Entwick-
lungsabteilung der Firma B&C SpA fiir die Unterstiit-
zung dieser Arbeit. Eine englischsprachige Version
dieses Artikels finden Sie in [6].
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